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Fiche méthode : INEGALITES

\ > Déﬁnition\

Soit a et b deux nombres réels. On dit que a est inférieur ou égal a b si a — b est négatif ou nul
et que a est supérieur ou égal & b si a — b est positif :

a<b<—=a—-b<0 et az2b<—a—-b>0

Dans la pratique,
Il est souvent plus facile de montrer qu’un nombre est positif ou négatif que de montrer une inégalité.
Pour montrer a < b on sera donc parfois amenés & montrer a —b < 0 ou b—a > 0.

\ » Régles de manipulation des inégalités \

e Transitivité

— (a<betb<c)=a<c
— (a<betb<a)=a=0b

Exemple.
— Six < 2 alors comme 2 < 3, on a aussi x < 3.
— Si z est a la fois positif et négatif alors z = 0.

e Ordre et addition

—a<b=a+c<b+c
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Dans la pratique.
On peut donc additionner un méme terme aux deux membres d’une inégalité et
additionner termes a termes deux inégalités.

b
J a+c<b+d
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Exemple.
— 1< 2 donc pour tout réel x, z +1 < x4+ 2
— Sil<z<2etl<y<2alors2<r+y <4

e Ordre et multiplication

— siec>0alorsa <b< ac<
b.c.

— sic<Qalorsa <b&ac>
b.c.

— Sia, b, cet dsont tous positifs
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alors : {a Z = a.c<bd

Dans la pratique.

On peut donc multiplier les termes d’une inégalité par un terme positif.

On peut aussi multiplier termes & termes les inégalités, mais seulement lorsque tous les
termes sont positifs!



Exemple.
— 2 < 3 donc pour tout réel x positif, 2z < 3xz. Attention, l'inégalité devient fausse si x
est négatif.
— Si0<zr<let0O<y<<lalors0O<zy <1.
Attention, x <1 et y < 1 n’entraine pas xy < 1.
e Ordre et inversion

N
S

Si a et b sont strictement positifs, alors : a < b &
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ATTENTION!!
o [l ne faut JAMAIS inverser une inégalité si les termes ne sont pas positifs :

1 1 1
—2<z<3H < —-< —2
o #3 T 2

e Il ne faut JAMAIS diviser termes a termes des inégalités

L

On procéde toujours en deux temps : inverser une inégalités puis multiplier termes a termes
les inégalités obtenues.
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Exemple : Soit a et b deux réels vérifiant : 1 < a <2 et 2 < b < 3. Encadrer %.

\ » Comment obtenir une inégalité ? \

1. Par bricolage

On peut partir d’'une inégalité connue et la manipuler "au feeling", pour arriver a notre but.
1 z+1
< 2.

Exemple . Soit z un réel vérifiant 0 < x < 1. Montrer que : - < ——— <
3 2x+4+1

Attention !

Cette méthode est risquée : il est en effet possible qu'on n’arrive pas a I'inégalité demandée.
Cela ne signifie pas qu’il y ait une erreur mais plutét qu’il faut choisir une méthode plus
raffinée.

2. En raisonnant par équivalence
On part de I'inégalité & obtenir et on montre qu’elle est équivalente & une propriété que l'on
sait étre vraie.

< z+1 <1
2¢ + 1

Exemple. Montrer que pour tout réel x € [0, 1],
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3. En se ramenant & montrer qu’un nombre est positif ou négatif

. n—1 n
Exemple : Montrer que pour tout entier n non nul, —— < T
n n

4. En utilisant le sens de variation des fonctions usuelles.
e Si f est croissante, alors a < b = f(a) < f(b). Si de plus f est strictement croissante alors
il y a équivalence.
e Si f est décroissante, alors a < b= f(a) > f(b). Si de plus f est strictement décroissante
alors il y a équivalence.

Exemple. Montrer que pour tout réel z, e? < e* 1.

Exemple : Montrer que pour tout couple (a,b) de réels positifs, va + b < v/a + Vb

‘ » Comment obtenir le signe d’une expression ?

Dans le point précédent, on a vu qu’il était utile pour montrer une inégalité, de se ramener & montrer
qu’un nombre était positif ou négatif. La recherche du signe se fait souvent par l'une des trois
technique suivantes :

1. Tableaux de signe

Si x et y sont deux nombres réels, x x y > 0 lorsque x et y sont de méme signe et x x y < 0
lorsque x et y sont de signes différents.

Pour déterminer le signe d’un produit ou d’un quotient on peut
donc
récapituler dans un tableau les signes de chacun des termes.

Attention!
Cette méthode ne fonctionne pas pour le signe d’une somme !

Exemple : Déterminer en fonction de la valeur de z le signe de (3 — z)(z — 2).



2. Signe d’un trinéme

Un trindéme ax? + bz + ¢ est du signe de a pour tout z, sauf lorsque
x

est compris entre les racines (sil y en a).

Exemple Déterminer en fonction de la valeur de x le signe de 6 — 5z + 22, de 22 + 2 + 1 et
de —2% +x + 1.

3. Etude des variations de la fonction

Si obtention d’une inégalité se rameéne & une équation du type f(x) > 0 ou f est une fonction
transcendante alors on ne peut se ramener ni & un tableau de signes, ni a ’étude du signe
d’un trind6me. On peut alors étudier les variations de f.

Exemple : Montrer que pour tout x € [0, +oo[,In(1 +2) < z

\ » Comment résoudre des inéquations ?

Définition

Résoudre une inéquation d’inconnue z, c’est déterminer toutes les
valeurs de x pour lesquelles
I'inégalité est vraie

Dans la pratique : pour résoudre une inéquation, on se raméne & une étude de signe.

Exemple. Résoudre I'inéquation : 2 4+3r<r+
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