— Chapitre 7

Comportement asymptotique des
suites

Ce chapitre donne tout d’abord les définitions rigoureuses de ce que sont des suites convergente,
divergente vers oo et divergente sans limite. Lintérét de cette premiere partie, en dehors de fixer un
cadre précis, est qu’elle permet de démontrer tous les résultats qui suivent dans les deux parties sui-
vantes (nous n'en démontreront qu'un ou deux), ainsi que de nombreux théorémes de la suite du cours.

Dans une seconde partie sont données les limites des suites dites de références, que vous pouvez voir
comme le parallele des formules de dérivation des fonctions usuelles. Il est donc primordial de savoir
restituer tous ces résultats.

Sont abordées ensuite les principales opérations sur les limites (somme, différence, produit, inverse,
quotient et composition). Certains cas donnent lieu a ce qu'on appelle des formes indéterminées, ce
qui veut dire que le résultat de cette opération n’est pas connu a priori et dépend de I'’exemple traité.

Enfin, nous verrons des résultats de croissances comparées, qui sont des cas particuliers de formes
indéterminées qui reviennet souvent dans les exercices et sont a connaitre.

Donner la nature d'une suite, c’est dire si elle est convergente ou divergente.

I- Suites convergentes et divergentes

Suite convergente

Définition 1: Suite convergente

On dit qu'une suite converge (ou admet une limite finie) lorsqu’il existe un réel [ tel que tout in-
tervalle ouvert I contenant / contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
Cecirevient a dire que, pour tout réel € > 0, il existe un entier naturel N tel que
n=N=>u,€cll—-¢l+el.

On note alors nlirP u, =l et l est appelée la limite de la suite.
\ - J

Remarque 1
La limite d'une suite, lorsqu’elle existe, est unique

X
l+e x
B
l—¢ :
x « N =7 sur cet exemple
: : : : : : E
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Iy a deux cas pour qu’une suite soit divergente : soit elle n’a pas de limite (par exemple (—1)"), soit
sa limite est infinie.

Suite divergente vers +oco

Définition 2: [imite infinie
On dit qu’une suite diverge vers +oo lorsque : tout intervalle ouvert du type ] A ; +o0o[ contient tous

les termes de la suite a partir d'un certain rang et on note lir+n U, = +oo.
n—+oo

Cela revient a dire que pour tout A€ R} , il existe unrang N telque: n> N=>u, > A
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Exercice 1

. .1 . .
Démontrer que lim n®=+ocoetque lim — =0 et donner la limite d'une suite constante.
n—+oo n—+oon

II - Limites des suites de références

Proposition 1: Limite des suites puissances

Sia>0, lim n%=+oc0.
n—+oo

Sia<0, lim n*=0.
L n—-+

Proposition2: Limites des suites gégométriques

Soit (uy) nen la suite définie pour tout 2 € N par u,, = g". Alors :

1. si g < —1lasuite n’a pas de limite. 3. sig = 1lasuite converge vers 1 et est constante.
2. si—1 < g <1 la suite converge vers 0. 4. si g >1lasuite diverge et tend vers +oo.

Proposition3: Limites du logarithme

lim In(n) = +oo.
n—+oo

Exercice 2
A partir de ces propriétés, donner les limites éventuelles des suites suivantes :

N 1 1 1 n? B
1. I’ls,\/ﬁ, n 0.0001, =, n 0.4 .

n \/ﬁ’ 72 —0.0001 ’ \/ﬁ’

2. un:—3(%)n, Vp=-— (%)n, wn:?)(_i)n, xn:3(—%)n

III - Opérations sur les limites

Voici une série de tableaux qui donnent les résultats des opérations sur les limites. On notera FI pour
forme indéterminée.

Multiplication par unréel Soit u une suite ayant une limite et A un réel non nul.

Le tableau suivant donne la limite éventuelle de 2
. ) A>0| A<0
Au selon la limites de u. limu
[eR Al Al
Exemple 1
+00 +00 -0
. -3
lim —=0 —00 —00 +00
n—-+oo p2

Somme Soient u et v deux suites ayant des limites (finies ou infinies).

Le tableau suivant donne la limite éventuelle de imv | I'eR | 400 | —oco

u+ v selon les limites de u et v. lim u
!
En combinant la multiplication par —1 et la [eR [+1 | +oo | —o0
somme on peut aisément déduire les limites ob- +oo +oo | FI
—00 —00

tenues par soustraction.
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Exemple 2

.1 2 2
lim —+—=+n"=+00

n—+oo n

n

Produit Soient u et v deux suites ayant des limites (finies ou infinies).

Le tableau suivant donne la limite éventuelle de
uv selon les limites de u et v.

Exemple 3
lim ( L 1)((_1)n+2) 2
i — - — =—
n—+00 \/ﬁ 3

Inverse Soit u une suite ayant une limite.

limu | leR* | +00

1 1

lim— - 0
u l

Exemple 4

lim

n—+eoln(1 -+

Quotient

u
Pour étudier la limite d'un quotient —, on re-
v

u 1

marque que — = u - — et il suffit alors de com-
v v

biner les propriétés du produit et de I'inverse.

, limv | '>0|1'<0|I'=0| +00 | —00
limu
[>0 +00 | —00
[<0 - —00 | +o0
[=0 FI
+00 +00 | —00
—00 +00

ASi nliI_I'_l u, =0, il faut étudier le signe de u
—1+00

1
Siu,>0:lim—=+o00

Siu,<0:lim—=
u

Sinon : — n’'a pas de limite
u

—00

1

):

selon le signe de v, soit il n'y a pas de limite soit
la limite est infinie.

limv | feR® | 0 | +o0
. . N 2 . lim u

Dans les cases +oo le signe est facile a détermi- . I

ner par la régle des signes. [eR 7 too® | 0

Dans les cases +oo* il faut se référer aux trois cas 0 0 H 0

vus pour l'inverse d'une suite de limite nulle : oo too | too* | FI

Exemple 5

, n+1
lll}:l VS = -0
e (3) -1
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Composition avec une fonction continue

Proposition 4

Soient [ et a des réels pouvant aussi valoir +co. Si lim u, =letlim f(x) = aalors lim f(u,)=
h—+00 x—1 n—-+oo

a

Exemple 6

1 —
$+4—2

Puissances Il faut revenir a une notation exponentielle pour déterminer la limite de u".

Exemple 7

Exercice 3

Donner la limite éventuelle des suites de terme général :
1) -3n° 2) e 3) -3n°+e” 4 n"%'-1000000000
e " -3n? 1 "
5 (n*+—|(e"+2 6 7 8 |—=+05
) n) ( ) ) —3n? ) e " ) ns
1 1 n 1
9 In((2)" 10) In(1+-) 11) @ @Mz —
2 n In(1+1)
1 1 1\ 2
13) — 14) — 15) nhm 16) [—
ln(l—z) 11’1(14-(—1)”) n
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IV - Croissances comparées. Techniques sur les formes indéterminées

Voici les cas ou I'indétermination d'une limite est levée directement d’apres le cours.

s

Proposition5: Croissances comparées )
Soient a et f deux nombres réels. Soit g un réel strictement positif.

1. Lasuite (n!) 'emportent sur les suites (¢"), (n%) et (ln(n)ﬁ).
2. Les suites (¢g") I'emportent sur les suites (n%) et (ln(n)ﬁ).

3. Les suites (n%) I'emportent sur les suites (ln(n)/j )

Cela signifie que si on effectue un produit ou un quotient de deux de ces suites, la limite est celle
_de la suite qui 'emporte.

J

Exemple 8

e ) n(_l)n . n0,00l
im —=0 lim = lim —————=
n—+oo pn! n—+oo 201 n—+oo In(z)1000

+o00o

Exercice 4

Donner la limite des suites de terme général :
In(n)
1.

n

2. ne”
1710000

S,
4. In(mn~ 5, D"

n

3

Méthode 1: Bases pour lever une forme indéterminée
1. S’assurer qu’on a bien affaire a une forme indéterminée.

2. Sic’estune croissance comparée, conclure directement en rédigeant « par croissance comparée »sur
la copie.

3. Sinon, se ramener a un des deux cas précédents par une des méthodes suivantes :
(a) factorisation par le terme prépondérant (tres générale)
(b) méthode de la quantité conjuguée (plus marginale)

Remarque 2

A noter qu'il existe des calculs de limite qui nécessite des méthodes bien plus complexes, voire pour
lesquels on ne connait pas encore de méthode!

Exercice 5
Dans chacun des cas, trouver la limite de la suite de terme général :

—2n+2n —2n+2n
1) n’-n®+3 2) e”—nloo—ln(n)10000 3) — 4) —
n n
—-2n+2n 1\"
5 ——— 6) Van’+n-n 7)) Van?+n-2n 8) (—)
n n
1
9) nn
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V- Propriétés des limites et théoremes de convergence pour les suites

Les notions de la partie précédente ne permettent pas d’étudier la nature de toutes les suites que
vous rencontrerez. En effet, tous les résultats précédents portent sur les suites explicites et sur des com-
binaisons de suites qui possedent toutes des limites.

Dans cette partie, nous donnons des résultats plus qualitatifs sur les suites et leurs limites qui per-
mettent notamment de conclure lors de I'étude des suites récurrentes.

V.1 - Passage alalimite dans les égalités et les inégalités

Dans cette section, il est tres important de remarquer qu'on considere des suites dont on sait déja
qu’elles convergent. Aucun des résultats qui suit ne peut donc servir a prouver 'existence d'une limite.
En revanche, ces résultats peuvent donner la valeur potentielle d'une limite ou simplement un encadre-
ment de cette valeur potentielle.

Proposition 6: Passage a la limite dans une inégalité

(uy) et (v,) deux suites convergentes telles que u, < v, oubien u,<v,alors:
lirP Up < lirP vn. (A\les inégalités strictes deviennent larges par passage a la limite).
n—+oo n—+oo

Proposition 7: Passage a la limite dans une égalité

Si u a une limite [/ (finie ou infinie) alors toutes les sous-suites (#4;4+1)neNn, (Un+2)nens (U2n) nens
| (U2n+1) nen, - .. ont aussi pour limite /.

/

Exemple 9

n
On sait (justifier) que nlir+n (—) = 0. Il suit par exemple que

1 n+1 1 2n
lim ( = lim (—) =0
n—+oo\n+1 n—+oo\2n

Exercice 6
Quelles sont les limites (finies ou infinies) possibles des suites vérifiant les relations de récurrence
suivantes ?

].. un+1 - Zun I
n

1
2. Vn+1 = _ZVn_ - + 1
n
3. Z(Wn+2)2 = Wp+1 t+ Wy
4. Fpyp=Fp+ Fp
1
5 Xpy1=——
n
Exercice 7
1
La suite (v,) définie par vo = 1 et v} = —— peut-elle étre convergente ? Divergente vers 'infini ?
v

n
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[ Méthode2: «du point fixe» )

Soit u une suite vérifiant Vn e N, u,.; = f(u,) avec f une application continue sur un intervalle /
(de la forme [a; b], [a, +oo[, ] —o0; b] ou | — oco; +ool avec a et b réels), tel que I contient tous les termes
de la suite.

Si u converge vers une limite ¢, cette limite est une solution de’équation ¢ = f(¢) sur I (on dit que
¢ estun point fixe de f). En effet, u,.; — ¢ et f(u,) — f(¢) par continuité de f.

/\ cette méthode permet de trouver des limites potentielles mais ne prouve en aucun cas la conver-
| gence de u.

/

V.2 - Théorémes de comparaison

Proposition8: Comparaison par rapport a une suite divergente
Soient (u,) et (v,) deux suites telles que u, < v,. Alors:

1. si (u,) diverge vers +oo alors (v,,) aussi. 2. si(v,) diverge vers -oo alors (u,) aussi.

Exercice 8

1. Etudier la limite des suites de terme général
(@ up,=+3x(=1"-3n
(b) up=n*(6-4-1"

2. Soit (uy) défine par u; =1 et u,, = u, + n. Montrer : Vn € N*, u,, > n et en déduire la limite de la

suite.
Exercice 9
1. Montrer que, pour tout n > 0,
1
Vn+l-vn< ——
2yn

2. En déduire le comportement asymptotique de la suite (u,) définie par :

n
Up=y_

k=1 Vk

Proposition9: Théoreme d'encadrement ou des gendarmes
Soient (u;) , (v,) et (wy,) trois suites telles que :

1. u, <v, < wy.

2. (uy) et (wy,) convergent vers une méme limite / .

| Alors (v,) converge aussi vers [ .

Exercice 10
3n+5x(—-1)"

Etudier la limite de la suite (u,,) définie, pour tout entier par : u,, = 5
n

Exercice 11

Soient (v,) une suite qui converge vers 0 et (u,) une suite telle que |u,| < v,, a partir d'un certain

rang. Montrer que (u,) converge vers 0.
n

Application : Soit @ > 0. Montrer que ( ) converge vers 0.
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V.3 - Critere de convergence monotone

Théoréme1: Convergence monotone

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et minorée est convergente.
Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.
Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Remarque 3

/\ce théoreme ne donne pas la limite de la suite.

Exercice 12

1. Donner un exemple de suite croissante qui diverge, et de suite majorée qui diverge.

2. Up+1 =v/6+ uy, avec uy = 0. Montrer que pout tout n € N, u,, € [0;3]. En étudier la convergence.

n

1
3. Pour ne N*, u, = Z 2 Montrer que la suite est majorée par 2 et minorée par 1 (on montrera tout
k=1

1 1 1
d’abord que pour k > 2, 2 < -1~ E). En étudier la convergence.
* L 1
4, PourtoutneN",u, = .
" k; n+k

V.4 - Suites adjacentes

Définition 3

Les suites u et v sont dites adjacentes si et seulement si :
1. la suite u est croissante.
2. la suite v est décroissante.

3. lim Un - un = 0.
L n—+oo

Théoréme2: Des suites adjacentes

Si u et v sont adjacentes, elles convergent vers la méme limite ¢. De plus u, < ¢ < v,, pour tous
Ln,meN.

/

Exercice 13

. . U,+2v u,+3v
Soient u et v définiespar up =1, vp=12et VneN, uy4 = L " etvy = %

1. Montrer que (v, — U,) nen €St une suite géométrique.
2. Montrer que les suites (i) nen €t (V) nen sont adjacentes.

3. En considérant (¢,) ,en définie par ¢, = 3u, + 8v,, calculer la limite des suites u et v.

Exercice 14

Alaide du théoréme des suites adjacentes, proposer une démonstration alternative a ’exercice 11.3)
n

pour montrer que la suite (u,),>1 définie par, VneN, u,= Z 2 converge et encadrer sa limite.
k=1

. . . . 1
Pour cela on fera intervenir une suite (v,),>1 définiepar: VneN,v, = u, + —.
n
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