— Chapitre 8

Ensembles

I- Ensembles
I.1 - Généralités

I.1.a- Définitions

( Définition 1: Ensemble et éléments

Si uy, up,..., up (p étant un entier > 1) sont des objets mathématiques quelconques (par exemple des
nombres réels), alors on peut former I’ensemble :

E={uj,u,...,u,}

On dit alors que chaque u; (pour 1 <i < p) est un élément de E, ou que u; appartient a E, et on écrit :

u;€E

Voici quelques ensembles importants :

I'ensemble vide, noté @. Il ne contient aucun élément;

I'ensemble N =1{0,1,2,3,...} des entiers naturels;
’ensemble R des réels, dont 0, —1, V2, e sont des éléments.

I'ensemble .4, ;,,(R) des matrices a n lignes et m colonnes.

I=” Rien n'empéche de considérer un ensemble d’ensembles. Par exemple, si E = {1,{2}}, alors 1 € E
et{2} € E,mais2¢ E.

EGALITE ENTRE ENSEMBLES : Deux ensembles sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes élé-
ments.

Remarque 1
Lordre des éléments d'un ensemble, et leurs éventuelles répétitions n'importent pas. Par exemple :

1,2} =12,1} =1{1,1,2}

CARDINAL D’UN ENSEMBLE Le nombre d’éléments d'un ensemble E est appelé le cardinal de E et
noté card(E), ou | E|, ou encore #E.
=" Le cardinal d'un ensemble peut-étre infini.
=" Un ensemble de cardinal 1 est un singleton
I=" un ensemble de cardinal 2 est une paire.
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Remarque 2

La représentation graphique d'un ensemble varie en fonction du contexte. Pour des ensembles finis
on utilisera souvent des « diagrammes de Venn ». Ainsi 'ensemble E = {a, b, c} se dessine de la facon
suivante :

Par contre, 'ensemble R des réels sera en général représenté par une droite.

I.2 - Sous-ensembles

g 0

Définition 2
Soient E et F deux ensembles. On dit que F est inclusdans E, et on écrit F c E, lorsque tout élément
de F est aussi un élément de E.
Autrement dit :
FcE<~—VxeF xe€E

Lorsque F est inclus dans E, on dit aussi que F est un sous-ensemble de E (ou encore une partie de
E).

- J

Remarque 3

Etant un ensemble E, il arrivera trés souvent que I'on consideére I'ensemble F formé des éléments de
E vérifiant une certaine propriété P. Un tel ensemble F est évidemment un sous-ensemble de E. Il
est noté de la facon suivante :

F ={x € E, x vérifie la propriété P}

Cela se lit « F est 'ensemble des x appartenant a E tels que x vérifie la propriété P ».
Exemple 1

Lensemble des réels x tels que x* —5x + 4 < 0 se note {x € R x> —5x + 4 < 0}. Bien entendu, cet
ensemble peut aussi s’écrire [1;4].

Remarque 4

L'ensemble vide @ est inclus dans tout ensemble A.

Exercice 1
Vrai ou faux?

e {1,1} ={1}

2 € {{2},3,{{4}}, o}
{1t = {{1}}

e 3¢c®

@ € {g}

{1} < {{1}}

@ < {1}
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e {{{3}}} aun élément
e {neN,82<n<99et3dkeN, n=k’ =9

[ Proposition1: «quelques propriétés de Uinclusion »

Les assertions suivantes sont vraies quelques soient les ensembles A, B, C :
* On atoujours Ac A.

e SiAcBetBcCalors AcC.

\®* SiAcBetBc Aalors A=B.

Méthode 1
Inclusion et égalité d’ensembles
e Pour montrer une inclusion A c B, on fixe un élément de A et on montre qu’il appartient a B.

* Pour montrer I'égalité A = B, on procéde souvent par double inclusion, en montrant que A c B et
Bc A.

Exercice 2

On considere les ensembles A= {x € R, 3< x <4l et B={xeR, x>—x*—x—5 > 0}. Montrer que
AcB.

I.3 - Ensemble des parties d’'un ensemble
{ Définition 3 }

Pour tout ensemble E, on note 22(E) 'ensemble des parties de E.

Exemple 2

Lensemble E = {1,2} a quatre parties qui sont @ (la seule partie vide), {1} et {2} (les seules parties a un
élément), et {1,2} (la seule partie a deux éléments). Donc :

P (E) ={9,{1},{2},{1,2}}

Exercice 3
Expliciter les ensembles suivants :

* Z(9)

* 2({5)

s P({1,2,3})
({1}

s (P (2)
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Terminons cette partie en indiquant quelques notations classiques pour des ensembles utilisés fré-
quemment :

e Si a et b sont deux réels, [a, b] = {x € R, a < x < b} (on ne rappelle pas les définitions analogues pour
la,bl,1a,bl,]a,bl,[a,+o0],...)

e R*={xeR, x#0}
e R ={xeR, x=0}
e R ={xeR, x>0}
e N*={xeN, x#0}
* Si a et b sont deux entiers naturels, [a,b] = {keN, a < k < b}

II- Opérations sur les ensembles

I1.1 - Intersections, unions

Définition 4
Soient E et F deux ensembles.

* On appelle intersection de E et F, et on note EN F, ’ensemble des éléments qui appartiennent a E
etaF.

* On appelle union de E et F, et on note EU F, '’ensemble des éléments qui appartiennent a E oua F.

| Deux ensembles E et F tels que EN F = @ sont dits disjoints. )

Proposition 2
Les assertions suivantes sont vraies pour tous ensembles A, B, C :
1. ... relatives a I'intersection
s ANB=BnA
s ANA=AetAng=¢
e ANBNC)=(AnB)nC.
2. ...relatives a 'union
s AUB=BUA
s AUA=AetAugp=A
e AUBUC)=(AUuB)UC.
3. ... relatives a intersection et 'union
e ANBUC)=(ANB)U(ANCQO)
s AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)

Remarque 5
D’apres cette proposition, il n'y a pas besoin de parenthese dans une expression telle que AnNBnNC
ouAUBUC.

Exercice 4
Soient A, B, C, D quatre ensemble quelconques. Développer I'expression :

(AnB)u(CnD)
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I1.2 - Généralisation a une famille d’ensembles

Plus généralement, si (A;);e; est une famille d’ensembles :

¢ leur réunion, notée |_J A; est définie par:
iel

xEUA,- Jdiel,x€A;

iel

* leur intersection, notée (] A; est définie par:
i€l

xe[Ai< Viel,x€A;

iel
Exercice 5
Déteminer les ensembles suivants :
1 1
- N -, —], B=()1-=,=
nel\l* n neN* n n
1 1
- U —1, pD=Ul--,-
neN* n neN* I’l I’l
E= U [—,+oo], F= U
neN* 1 acRy

I1.3 - Complémentaire d’'une partie d’'un ensemble

Définition 5 )
Etant donné un sous-ensemble A d’'un ensemble E, on appelle complémentaire de A dans E (ou
simplement complémentaire de A), et on note [z A (ou encore A quand aucune confusion n’est pos-

sible ...), 'ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pasa A:

={x€eE x¢ A}

Remarque 6

La notation A ne fait pas apparaitre I'ensemble E, qui est néanmoins important. On I'utilisera donc
seulement lorsque le contexte est suffisament clair.

Proposition 3
Soit E un ensemble. Soient A, B deux parties de E. Alors :
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Exercice 6
Soient E un ensemble et A, B deux parties de E. Simplifier 'expression :

(ANB)U(ANB)

I1.4 - Partition
(" Définition 6

Soit un ensemble E. Une famille (E;);c; de parties non vides de E est une partition de E si :
UJAi=E

iel

VieLVjel, (i#j= AinAj=9)

I1.5 - Produit d’ensembles
Définition 7

On appelle produit cartésien de n ensembles E1, Ey, ..., E,, etonnote Ej x E» x --- x E,;, 'ensemble
des suites finies (x1, X2, ..., X;) telles que xj € Ey, X2 € Ep, ..., X, € Ej,.

1= Le produit de n ensembles égaux a E se note simplement E”.
I Par exemple, au lieu de dire « soient x et y deux réels », on peut dire «soit (x, y) € R? ».

Exemple 3

Lensemble des couples de réels se note donc R®. Habituellement, il se représente graphiquement par
un plan.

Exercice 7
Soient A une partie d'un ensemble E et B une partie d'un ensemble F. Démontrer qu’en général, le
complémentaire de A x B dans E x F n'est pas (g A x CgB.

Exercice 8

Exprimer simplement I'intersection [0,2]% 0 [1,3]? (indication : faire un dessin).
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