Probabilités - Chapitre 18

Variables aléatoires a densité

I - Variables aléatoires a densité

I.1 - Rappels sur les fonctions de répartition

Définition 1: Fonction de répartition d’une variable aléatoire
Si X est une variable aléatoire, la fonction de répartition de X est la fonction Fx définie sur R par :

VxeR, Fx(x)=P(X<x].

Proposition 1: Caractérisation d’un fonction de répartition

Une fonction F : R — R est la fonction de répartition d'une variable aléatoire X si et seulement si :
1. F est croissante sur R;
2. F est continue a droite en tout point;

3. F admet des limites en —co et +oo et vérifie lim Fx(x)=0 et lim Fx(x)=1.
X——00 X—+00

I.2 - Densité de probabilité

Définition 2

Soit X une variable aléatoire et Fx sa fonction de répartition.
On dit que X est une variable aléatoire a densité s'il existe une fonction fx : R — R vérifiant :

1. fx est positive sur R;
2. fx est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points;

+00 +00
3. j fx(t) dt est convergente et f fx(@®)dt=1;
—00 —00

4, VxeR, Fx(x)Zf fx([) dr.

On dit alors que la fonction fx est une densité de la variable aléatoire X.

Remarque 1

* La fonction fx n'est pas unique c’est pourquoi on dit que c’est une densité de X. En effet si g est
une fonction égale a fx sauf en un nombre fini de points alors g est aussi une densité de X.

* Lafonction de répartition est une primitive de la densité.

Le théoréeme suivant permet de déterminer si une fonction f donnée est une densité de probabilité
d’une variable a densité X.

Théoréme 1
Soit f: R — R une fonction vérifiant :

1. f estpositive sur R;
2. f estcontinue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points;

+00 +0o
3. f f(¥) dt est convergente et f f)de=1.
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Alors il existe une variable aléatoire X telle que f soit une densité de la variable X. On dit alors que f
est une densité de probabilité.

Méthode 1: Obtenir la fonction de répartition a partir d’une densité
Soit f une fonction réelle.

* On peut vérifier que f est une densité d’'une variable aléatoire X en utilisant le théoréme 1.
On la notera alors fx.

* Dans ce cas, la fonction de répartition de X est alors donnée par :

X

VxeR, Fx(x) :f fx(@)dz.
—00
Exercice 1
0 six<l
Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = s est une densité de probabilité
six>

X

Exercice 2

de ™™ six>0 .
77 7 estune densité de
0 six<0

probabilité d'une variable X. Donner la fonction de répartition de X.

Soit A € RZ. Montrer que la fonction f définie sur R par: f(x) = {

Exercice 3

Soit f la fonction définie par:
x2

= xe 2z s%x}O
0 six<0
1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Ladurée de vie d'un certain composant électronique est une variable aléatoire X dont une densité
est f (on dit que X suit la loi de Rayleigh)

(a) Déterminer la fonction de répartition de X, notée F.
1
(b) Déterminer le réel , appelé médiane de X, tel que F(u) = >

3. Onappelle mode de X tout réel x en lequel f atteint son maximum. Montrer que X a un seul mode
M) et le déterminer.
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I.3- Caractérisation par la fonction de répartition

Théoreme 2
Si F est la fonction de répartition d'une variable a densité X et si f est une densité de X alors :
 F est continue sur R.

* Fest de classe ¢! sauf éventuellement en un nombre fini de points et lorsque F est dérivable en x,
F'(x) = f(x).

Le théoréme suivant permet de déterminer si une fonction F donnée est la fonction de répartition d’'une
variable a densité X.

Théoréeme 3

Soit F une fonction de R dans R vérifiant :
. Festune fonctiontinue sur R; []
. Fest %! sur R sauf en un nombre fini de points;
. F est croissante sur R;

R NI ]

. lim F(x)=0et lim F(x)=1.
X——=00 X—+00
Alors il existe une variable aléatoire a densité X telle que F soit la fonction de répartition de X.
De plus, si f est une fonction positive telle que F (x) = f(x) en tout point x ol F est dérivable, alors f

est une densité de X. J

Méthode 2: Obtenir une densité a partir de la fonction de répartition
Soit F une fonction réelle.

¢ On peut vérifier que F la fonction de répartition d'une variable aléatoire a densité X en utilisant le
théoréme 3.

¢ Dans ce cas, on obtient une densité de X en dérivant la fonction F (quand c’est possible) :

fx(x) =F'(x).

Exercice 4

0 six<2
Soit F la fonction définie sur R par: F(x) = 8 . .
1- — six =2
X

1. Montrer que F est la fonction de répartition d'une variable a densité Z.

2. Déterminer une densité de Z.

I.4 - Quelques propriétés

Proposition 2
Soit X une variable aléatoire admettant une densité fx. On note Fx sa fonction de répartition.
1. Pour toutréel x,ona:

X +00
P(ng):f fx(®) dt = Fx(x) et P(X}x):f fx(®) dt=1-Fx(x)
—00 X

i

2. Pourtoutréelsaetbtelsque a< b,ona:

b
Pla< X <b) :f fx(1) dt = Fx(b) - Fx(@)
a

3. Pourtoutréel a,ona:

P(X=a)=0

/

N
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Remarque 2

* Les probabilités P(X < x), P(X > x) et P(a < X < b) s'interprétent comme des aires sous la courbe
représentative de la densité f.

e Ona: PX<x)=P(X<x) et Pla<X<b=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

¢ Contrairement aux variables discrétes, on a pour tout x € R, P(X = x) = 0. Ainsi la loi de X n’est pas
donnée par les probabilités P(X = x) mais plutot par la fonction de répartition ou de la densité.

Exercice 5
Soient X et Z les variables aléatoires définies dans les exercices 2 et 4. Calculer :
e P(XK2) e P2<X<K3) e P(X>1)
s P(Z<4) e P(Z>0) * P(Z€[-1,3)])

II- Moments d’'une variable aléatoire a densité

II.1 - Espérance
Définition 3

Soit X une variable aléatoire de densité f.
+oo

Si I'intégrale f tf(t) dt est absolument convergente, on dit que X admet une espérance, notée
E(X)etona:

+00
E(X) :f tf(6) de

Exercice 6

» Lavariable aléatoire X définie dans |'exercice 2 admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

0 six<l1 L .
5 . est une densité d'une variable
1/x° six>1

aléatoire X. X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

* Montrer que la fonction g définie sur R par: g(x) = {

Théoreme 4 : Linéarité de l'espérance

Soient X et Y deux variable aléatoire a densité admettant une espérance. Soient a et b deux réels.
e Pourtousréelsaetb,ona: E(aX+b)=aE(X)+b.
* Si X+ Y estune variable a densité alors elle admet une espéranceetona: E(X +Y)=E(X)+ E(Y).

I1.2 - Théoréme de transfert et moment d’ordre r

Théoreme5: Théoreme de transfert

Soient X est une variable aléatoire de densité f et ¢ une fonction continue sur R sauf éventuelle-
ment en un nombre fini de points.

+00
Si I'intégrale f (1) fx(¢) dt est absolument convergente, alors la variable aléatoire ¢(X) admet
—00

une espérance etona:

+00
E(p(X)) :f @) fx(2) dt.

Exercice 7

Soit X la variable aléatoire définie dans I’exercice 2. La variable e* admet-elle une d’espérance ?
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Définition 4

+00
Soit r € N*. Si I'intégrale f t" f(1) dt est absolument convergente alors on dit que X admet un
—00
+00
moment d’ordre r, notée m,(X) etona: m,(X)=EX")= f t" f(2) dr.
—00

O

I1.3 - Variance et écart-type

Définition 5

Si la variable aléatoire X admet une espérance et si la variable (X — E (X))2 admet une espérance,
on appelle variance de X le réel
V(X) = E((X - E(X))?)

Théoréme 6

Une variable a densité X admet une variance ssi X admet un moment d’ordre 2 et dans ce cas, on

V(X) = E(X?) - [EX))?

Exercice 8
¢ La variable aléatoire X définie dans I’exercice 2 admet-elle une variance ? Si oui, la calculer.
0 six<l1

* Soit X une variable aléatoire de densité f définie sur R par: f(x)= 3 . .
2/x° six>1

X admet-elle une variance ? Si oui, la calculer.

Définition 6
Si X admet une variance alors V (X) > 0. On appelle alors écart-type le réel o (X) = v V(X)

Proposition 3

Soit X une variable a densité admettant une variance.
Alors pour tout réels a et b, aX + b admet une varianceetona: V(aX+b) = a2V (X).

Définition 7
¢ Si X est une variable a densité telle que E(X) = 0 on dit que X est une variable centrée.
¢ Si X est une variable a densité telle que (X) = 1, on dit que X est une variable réduite.
X-EX)

* Si X admet une espérance et un écart-type non nul, la variable X* = 3%
o

est appelée la va-

riable centrée réduite associée a X.
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