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TP - Algorithme des k-moyennes

Commencez par récupérer le fichier kmeans_data.py. Ce dernier contient deux ensembles de
points, data1 et data2, qui nous servirons d’exemples.
Ces ensembles de points sont représentés par des listes de points, chaque point étant lui-même
représenté par une liste à deux éléments, son abscisse et son ordonnée.
Ainsi, data1[i] représente le (i +1)e point du premier ensemble, data1[i][0] son abscisse et
data1[i][1] son ordonnée.
Le fichier kmeans_data.py contient aussi la définition d’une fonction affiche qui prend indiffé-
remment pour argument une liste de points ou une liste de listes de points formant une partition de
l’ensemble. Dans le premier cas, la fonction affiche à l’écran tous les points en une même couleur ;
dans le second cas, chaque groupe formant la partition sera affiché avec une couleur différente.
Ainsi, vous pouvez désormais visualiser le premier ensemble de points en écrivant : affiche(data1).

I - L’algorithme des k -moyennes

1. Rédiger une fonction barycentre(data) qui prend pour argument un ensemble de points et
renvoie les coordonnées du barycentre de ces points.
barycentre(data1) renvoie [4.1897208552738725, 4.619834096332582]

2. Rédiger une fonction dist(p, q) qui prend pour arguments deux points p et q et renvoie
d(p,q), le carré de la distance euclidienne de p à q.
dist(data1[42], data1[24]) renvoie 55.50182505173223

3. Rédiger une fonction plusProche(p, mu) qui prend pour arguments un point p et un en-
semble de points µ= (µ1, ...,µk ) et renvoie l’indice i ∈ J0, k −1K correspondant au point µi le plus
proche de p.
plusProche([0, 0], data1) renvoie 54

Rappelons maintenant le principe de l’algorithme des k -moyennes :

(1) on choisit aléatoirement k points µ1, ...,µk

(2) l’ensemble des données est partitionné en k clusters, chacun des points d’un même cluster étant
associé au centre µi le plus proche ;

(3) on calcule les barycentres µ1, ...,µk de ces clusters, qui remplacent les valeurs précédentes ;

(4) on reprend le calcul à partir de l’étape (2).

L’algorithme se termine lorsque les barycentres ne sont plus modifiés lors de l’étape (3).

Pour éviter d’obtenir des clusters vides lors de la première étape (ce qui provoquerait une erreur lors
du calcul du barycentre), on prendra pour valeurs initiales de µ1, ...,µk lors de l’étape (1), k points
distincts parmi les données à traiter (ce qui garantit que chaque cluster contient au minimum un
point). Ceci sera réalisé par l’expression : mu = sample(data, k) (la fonction sample(data,
k) du module random renvoie k valeurs distinctes prises dans la liste data).
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4. Rédiger une fonction kmeans(data, k) qui prend pour arguments un ensemble de points
et un entier et qui renvoie la partition en k clusters de cet ensemble suivant l’algorithme des
k -moyennes.
Cette partition sera représentée par une liste de k listes de points, ce qui en permettra la visualisa-
tion à l’aide de la fonction affiche.

II - Une amélioration de l’algorithme

L’un des objectifs de l’algorithme des k-moyennes est de minimiser l’inertie de la partition (C1, ...,Ck )
obtenue, autrement dit minimiser la quantité :

k
∑

i=1

∑

p∈C j

d (p ,µ j )

où µ j désigne le barycentre du cluster C j .

5. Rédiger une fonction inertie(clusters) qui prend pour argument une liste de clusters et
qui renvoie l’inertie de ce partitionnement.
inertie([data1, data2]) renvoie 5268.032211202934

On sait que l’algorithme des k -moyennes fournit un partitionnement qui correspond à un minimum
local de l’inertie, mais pas forcément au minimum global. Pour augmenter nos chances d’obtenir ce
minimum global, nous allons appliquer 20 fois de suite l’algorithme des k-moyennes pour ne garder
que la réponse d’inertie minimale.

6. Rédiger la fonctionbestKmeans(data, k) qui renvoie le meilleur de ces 20 partitionnements.

III - Le choix de l’entier k

Observer maintenant le clustering de l’ensemble de données data2 pour k = 3 et pour k = 4. Lequel
est le meilleur ? La réponse n’est pas évidente.
Pour le savoir, nous allons définir la notion de silhouette d’un point, puis d’une partition.

7. Rédiger une fonction moyenne(lst) qui renvoie la moyenne des nombres contenus dans la
liste (supposée non vide) lst.

Pour définir la silhouette d’un point p appartenant au cluster Ci d’une partition (C1, ...,Ck ), on
introduit successivement les quantités suivantes :

• a (p ) est la moyenne des distances entre p et les points q appartenant au même cluster que p :

a (p ) =
1

Card(Ci )−1

∑

q∈Ci \{p}
d (p , q )

• b (p ) est la moyenne des distances entre p et les points q du cluster le plus proche :

b (p ) =min
j ̸=i

1

Card(C j )

∑

q∈C j

d (p , q )

• la silhouette de p est alors la quantité :

s i l (p ) =
b (p )−a (p )

max(a (p ), b (p ))

Par construction la silhouette de p est un réel compris entre 1 et -1. Lorsque s i l (p ) est proche de 1,
cela signifie que a (p )≪ b (p ). Or une petite valeur de a (p ) signifie que p est bien intégré dans son
cluster et une grande valeur de b(p ) que p ne s’intègre pas bien aux autres clusters. Bref, une valeur
proche de 1 montre que le cluster associé à p est bien choisi.
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A l’inverse, une valeur de s i l (p ) proche de -1 signifie que b (p )≪ a (p ) et donc que le cluster attribué
à p n’est pas pertinent

8. Rédiger successivement les fonctionsa(p, clusters),b(p, clusters)etsil(p, clus-
ters) qui prennent pour argument un point et une partition et qui permettent de calculer la
silhouette d’un point associé à une partition.

La silhouette d’une partition (C1, ...,Ck ) consiste à calculer la moyenne des silhouettes des points de
chaque cluster, puis à faire la moyenne de ces moyennes :

s i l (C) =
1

k

k
∑

i=1

 

1

Card(Ci )

∑

p∈Ci

s i l (p )

!

9. Rédiger une fonction silhouette(clusters) qui calcule la silhouette d’une partition.
silhouette(bestKmeans(data1, 4)), silhouette(bestKmeans(data1, 5)) ren-
voie (0.8597810467277319, 0.7430478689324185)

On constate que le partitionnement de data1 en quatre classes est plus pertinent que le partition-
nement en cinq classes.
Pour combien de classes le partitionnement de data2 est-il le plus pertinent ?
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