ECG1 Année 2023-2024

Fiche d’exercice : RECURRENCE-SUITES-SOMMES

Exercice 1 : (x)

Etudier le sens de variation des suites suivantes :

3n+2
1. (un)nen de terme général u, = :+ i

2n+1
2. (Un)nen+ de terme général v,, = T

3. (wn)nen de terme général w,, = 3™ — 2"+1

4. (8p)nen~ de terme général s, = Z k.
k=1

Exercice 2 : (x)

Déterminer en fonction de n Iexpression de u,, dans les cas suivant :

1. (un)nen+ définie par u; = 1 et par : pour tout entier naturel non nul n, v, = i 1un.
n
2. (un)nen définie par ug = 1 et par : pour tout entier naturel n, u,+1 = /1 + (uy,)2.
3. (un)nen définie par ug = 1 et par : pour tout entier naturel n, u,+1 = u, + 2"
Exercice 3 : (%)
On considére la suite définie par son premier terme ug = 0 et par la relation :
342
Pour tout entier naturel n, wu,41 = + Zun
Up + 4
1. Montrer que pour tout entier n, 0 < u,, < 1.
2. Etudier la monotonie de (up)nen+
Exercice 4 : (x)
1. Ecrire les nombres suivants sans le symbole ¥ :
n+1 2023 _
a) Y In(i—1) b) Y (-1
i=2 i=1
2. Ecrire les sommes suivantes a I’aide du symbole 3 :
a) In(2) + In(3) +1In(4) + - - +1In(42) b)l+5+5s+3+t+--+1
1 4 9 100® _ _
Srim T m T mE T T T d)1-243-4+---4+103 ) 2+4+6+--- 4248

£) 14+34+5+---+249

3. Ecrire la somme suivante en faisant en sorte que la premiére valeur de ’indice soit O :

20 180 n
A) Y i b D> 9D
i=10 k=—4 i=1
4. Changer d’indice dans la somme suivante pour que le terme général soit plus simple :
n . n+2 _ n+1
(i+1)2+3 T ghs . ; i1
a —_— b —_— ¢ i—1)2"+ 3"
); 1++vi+1 );(k—:s)! );( )



Exercice 5 : (x)

On consideére la suite (uy,)nen définie par ug =1 et :
pour tout entier naturel n, uny1 =1+ (un)2

1. Montrer que pour tout entier n, u,, > 1.
2. Vérifier que pour tout entier n, unio — Unt1 = (Unp1 — Un)(Unt1 + Up)-

3. En déduire que la suite u est croissante.
Exercice 6 : (x)

Soit n € N. Montrer que Zkk! =mn+1)!-1
k=0

Exercice 7 : (xx)

Soit a un réel différend de 0 et différent de 1. Soit de plus n € N*. Montrer que

iﬁ a"tl —(n+1)a+n
ak (a—1)2am

k=1

Exercice 8 : (% %)

1. Préliminaires

P
Soit p € N. Montrer que Z k= (

(P+1))*
> p(p >

2

n

2. Soitn e Net S, = Z(Qk’ +1)%. On propose 3 méthodes de calcul de S,
k=0
(a) Premiére méthode
i. Soit k € [0,n]. Développer (2k + 1)3.
ii. En déduire alors que S, = (n + 1)?(2n? + 4n + 1).
(b) Deuxiéme méthode
On introduit T, = S>7_o(2k)% et U, = Samdt k3.
i) Comparer S,, +T,, et U,.
ii) Calculer T,, et U,.
iii) En déduire alors que S,, = (n + 1)2(2n% + 4n + 1).
(¢) Troisiéme méthode
Montrer par récurrence que S, = (n + 1)%(2n? 4 4n + 1).

Exercice 9 : (xx)

Soit n € N*
nn+1)(n?+n—1)
5 .

1. Montrer que Z k(2k* —1) =
k=1

n n
2. Soit x1, ..., x, des réels. Montrer que H e’ = exp (Z
k=1 k=

3. Des questions 1) et 2), en déduire la valeur du produit H k(2R =1)
k=1



Exercice 10 : (x)

Dans les cas suivants, reconnaitre une suite remarquable puis déterminer ’expression de u,, en fonction de n :

l.ug=7etVneN, upy; =uy, —1; 6. upo=1letVn e N, upy1 =3u, + 1.

2. up=2etVn €N, upp1 = 43 T.ug=1lug =2et Vn € N, upio = 10upy1 —
3. up =1etVn € N*, upyq —up = V2, ; 25Un, .

4. up=1et Vn € N, upt1 = 3u, —1; 8. ug = %,ul =3et VneN,%u,H_Q = —%un+1+
5. up =Tet Vn €N, upy1 = 2u, — 2; 22Uy, .

Exercice 11 : (xx)

Soit (un)nen une suite définie par ug > 2 et pour n € N,

S5u,, — 4

u 1= —
e Up + 1

1. Soit n € N. Montrer que u,, existe bien et que u,, > 2.
2. Que se passe-t-il si ug =27
3. On suppose ici ug > 2.

(a) Soit n € N. Montrer que u,, > 2.
1

Uy — 2

(b) Pour n € N, on pose alors v, =

i. Montrer que la suite (v,)nen est arithmétique et préciser sa raison.
ii. En déduire alors I’expression de v,, en fonction de n.

iii. En déduire finalement I’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 12 : ()

Soit (u,)nen une suite définie par : ug > 1 et pour n € N,

du,, — 2

Upr] = —————
et Uy +1

1. Soit n € N. Montrer que u,, existe bien et que u, > 1.
2. Que se passe-t-il si ug =27
3. On suppose ici ug # 2.

(a) Soit n € N. Montrer que u,, # 2.
Uy — 1

(b) Pour n € N, on pose alors v, = 5
Uy, —

i. Montrer que la suite (vy,)nen est géométrique et préciser sa raison.
ii. En déduire ’expression de v,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.

iii. En déduire finalement ’expression de u,, en fonction de n, pour tout entier naturel n.

Exercice 13 : (x)
Soit (un)nen+ une suite définie par : u; = 1 et pour tout entier naturel non nul n, w,+; = 5uf’L.
1. Montrer que pour tout n € N*, u,, > 0.
2. Pour n € N*, on pose alors v, = In(uy).
(a) Montrer que la suite (v, )pen+ est arithmético-géométrique.
(b) En déduire alors l'expression de v,, en fonction de n € N*.

(¢) En déduire finalement expression de u,, en fonction de n € N*.



Exercice 14 : (xx)

Soit (un)n>2 la suite définie par : us = 1 et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
1 3
Unt1 = Zun + §n+ 2
1. Soit n € [2,4o00[. On pose v, = uy, — 2n
(a) Montrer que la suite (v, )n>2 est géométrique. Déterminer son premier terme et sa raison.
(b) Soit n € [2,+o0[. Donner 'expression de vy, en fonction de n.

2. Soit n € [2,4o00[. Donner l'expression de u,, en fonction de n.

3. Etudier la nature de la suite (up,).

4. Soit n € [2,+o0[. Calculer la somme S,, = Z uy en fonction de n.

k=2
Exercice 15 : (%)
Soit (Un)neN, (Vn)nen et (wy)nen les trois suites définies par : ug = 6, vg = —20,we = —9 et pour tout n € N,
Un+1 = 2un +vn — %wn

Unt1l = Up + 2wy,

Wp1 = —3u,

1. Soit n € N. Montrer que uy, 3 = 2Upy2 + dtpt1 — Oty,.

10 11 2
2. Soit n € N. Montrer que u, = — (=2)"tt 4 Z3n L,

3 15 5
3. En déduire alors les expressions de v,, et w,, en fonction de n € N.
Exercice 16 : (xx)

Soit (U, )nen la suite définie par ug = e, u; = ¢~ et pour tout n € N,

1
Unto = (Uns1u))?
1. Soit n € N. Montrer que u,, existe bien et est strictement positif.
2. (a) Soit n € N. Montrer que l'on peut poser v, = Inu,.
(b) Montrer que pour tout n € N, on a v, 49 = ian’,] + %vn.
(c) Soit n € N. Calculer v,, en fonction de n.

3. Soit n € N. De la question 2) c), déduire 'expression de w,, en fonction de n.



