ECG1 Année 2023-2024

Fiche d’exercice : POLYNOMES

Exercice 1 : (sx)
Soit P le polyndéme défini par :

Ve €R P(z) =a* —42® + 102? — 122 + 8
Montrer que P + 1 est le carré d’un polynéme @ a déterminer.
En déduire une factorisation du polynéme P.
Exercice 2 : (xx)
Soit P le polynéme défini par :

Vr € R, P(z)=8x%—122°4+6x+7

Montrer que P — 8 est le cube d’un polynéme ) & déterminer.
En déduire une factorisation du polynéme P
Exercice 3 : (x)

Soit P le polynéme défini par :
VreR, P(z)=a>— 72+ 11z -2

Déterminer une racine évidente du polynéme P et en déduire une factorisation du polynome P.

Exercice 4 : (xx)

Soit P le polyndéme defini par :
Ve eR, P(z)=a*+2%—32% — 4z —4
Déterminer une racine évidente du polynéme P et en déduire une factorisation du polynéme P.

Exercice 5 : (xx)

Soit le polynéme P définie pour tout réel z par : P(z) = —2* + 22° — 2 + 2.
1. Montrer que P posséde deux racines évidentes.
2. Résoudre ’équation P(z) > 0.
3. Résoudre I'inéquation —(In(z))* + 2(In(x))? — In(x) + 2 > 0.

Exercice 6 : (x)

Soit f la fonction rationnelle définie par :

2¢2 — 162 — 6
Vo € R\{-3,0,2 = —"
v eRV(-3,0,2) fla)=
Déterminer trois réels a, b et c tels que :

b n c
r—2 x+4+3

Vo e R\{-3,0,2} f(z)= % +

Exercice 7 : (xx)

Résoudre dans R I’équation :
20° — 327 + 52 —4=0

Exercice 8 : (x)

Soit f la fonction définie par :
VeeR f(z)=|—a%+5z—7|

La fonction f est-elle un polynome ?



Exercice 9 : (%)

Soit f la fonction définie par :
VeeR f(x) =a2* — 223 — 1722 + 42 + 30
1. Montrer qu'il existe deux réels a et b & déterminer tels que :
Ve eR f(x) = (2® — 2)(2® + ax +b)
2. En déduire les racines de f.
Exercice 10 : (k)
Soit f le polyndme défini par :
Ve € R f(x) = a* +122° + 182% — 1402 — 147
1. Vérifier que -1 et 3 sont des racines de f. En déduire qu’il existe un polynome g tel que :
VeeR, f(x)=(x+1)(zx—3)g(x)
2. Déterminer g(x) et résoudre 1’équation f(z) = 0.

Exercice 11 : ()

Soit P un polynome tel que : VX € R, P(X + 1) = P(X). Supposons de plus P posséde au moins une racine
réelle a.

1. Montrer que pour tout n € N, a + n est une racine de P.

2. En déduire I'ensemble des polynémes vérifiant ces hypothéses.

Exercice 12 : (x x )
Déterminer un polynéme de degré 3 tel que :
Ve e R, P(z+1) - P(z) =2?

En déduire une nouvelle méthode pour démontrer la formule

o, nn+1)2n+1)
k2 —
2, G

En utilisant une méthode similaire mettant en scéne un polynéme @ de degré 5, déterminer une formule pour :
n
>k
k=0

Exercice 13 : (xx)

On considére, pour tout entier n non nul, la fonction polynéme f,, définie par :
Ve € R, fn(z) = (14 22)" — 2™

1. (a) Donner les formes développées des fonctions f1, fo, f3. Dans chacun des cas, déterminer leurs racines.

(b) Développer la fonction fy.
Vérifier que f; s’annule en —i. En déduire les racines de fj.

2. Montrer que pour tout entier n > 1, f, est de degré n — 1 et déterminer son coefficient dominant.

3. (a) Montrer que pour tout entier n, la dérivée de f,,+1 est donnée par :
foa(@) =2(n+ 1) fu(x)

(b) Calculer, en fonction de la parité de n, f,(—1).

(¢) Déduire des deux questions précédentes, en raisonnant par récurrence, que pour tout entier n > 1,
« la fonction f;,, admet comme unique racine —% et la fonction fs,11 n’admet aucune racine »



