ECE 1

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES DE PREMIERE ANNEE

Exercice 1 :

Partie 1

On pose, pour tout entier nsupérieur ou égal a 1, v, =

NE
| =

k=1

1. Montrer que : Vk € N — {0, 1}, <In(k) —In(k —1).

1

k

2. En déduire que : Vn € N*, v, <In(n)+1 (nous allons traiter cette question ensemble lors
de la correction).

Partie 2

On considére une suite (u,) définie par son premier terme ug = 1 et par la relation suivante, valable
1

pour tout entier n : up41 = up + —.
Unp,

1. (a) Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est parfaitement défini et stric-
tement positif.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

2. (a) Pour tout entier k, exprimer ui_H — u? en fonction de u?.
n—1 1
(b) En déduire que : Vn € N*, w2 =2n+1+ 3 —.
k=0 Uy
(c) Montrer que : Vn € N*, w2 > 2n + 1. En déduire la limite de la suite (u,).

3. (a) A l'aide du résultat précédent, montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :

1
u,% <2n+ 2+ 511”_1.

(b) En utilisant la partie 1., établir que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :

In(n —1
quan—Fg—F%.

(c¢) En déduire finalement que u,, ~ v/2n quand n — +oc.

Partie 3

1. (a) Ecrire un programme en Scilab, qui permette de déterminer et d’afficher le plus petit
entier naturel n pour lequel u,, > 100.

(b) On donne In(2) < 0,70 et In(5) < 1,61. En déduire un majorant de In 5000
(c) Montrer que l’entier n trouvé en 2a) est compris entre 4995 et 5000.

2. (a) Ecrire un programme, toujours en Scilab, qui pour un entier n > 2 entré par I'utilisateur,

u
calcule le rapport —.

Van

(b) Faire tourner le programme pour des valeurs de n de plus en plus grandes. Qu’observe-
t-on ? Etait-ce prévisible d’aprés les questions précédentes ?
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Exercice 2 : Des inégalités

Les questions de cet exercice sont indépendantes :
Montrer que :
1. Va,y € R,
Pty =0=a=y=0

2. Vx,y =20,

Vity<vVz+y

3. Pour tous z,y € R’ distincts,

T
,+g>2
y
4. Pour tous z,y € R tels que 0 < x < y,
1 T+
ST/ oy S Y'<y
Ll 1 2
2(:8 y)

5. Déterminer a,b,c € R tels que la fonction polynomiale P : z +— ax® + bx? 4 cx vérifie :

Ve eR, P(zx+1)—Px)=2a>

Exercice 3 : Des inégalités (bis)

1. Montrer que

2. En déduire que
oy 20, (v4y)@+2)(y+2) > Saye

3. Montrer que :
Vo,y,z € R, (z+y)(@+2)(y+2) = (wy+zz+yz)(z+y+2)—ayz

4. Déduire des deux questions précédentes que

v >0 1+1+1> 9
T z — - -z —
'Y, ) T y P $+y+z

Exercice 4 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit n € N* et ay,as,...,an,,b1,ba,...,b,, une famille de 2n réels quelconques. On veut prouver

I'inégalité :
n 2 n n
k=1 k=1 k=1

n n n
Pour cela on pose A = Za%, B = sz, C= Zakbk.
k=1 k=1 k=1
n

1. Calculer P(z) = Z(akx + by)? en fonction de z, A, B et C.

k=1
2. En déduire que C? < AB. L’inégalité est donc & présent prouvée. Dans quel cas a-t-on
légalité ?
3. Montrer que si aq,as,...,a, sont n réels strictement positifs quelconques, alors :
Sy Lo
k=1 k=1 k
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Exercice 5 : Valeur approchée du nombre d’or

Soit ¢ la solution positive de
P —2—-1=0

1. Vérifier que ¢ = /1 + ¢
2. Justifier que 1 < ¢ < 2.
3. Soit (uy) la suite définie pour n > 1 par

{utimvrre |
Un+1= 1+ u,
(a) Montrer que pour tout n € N*, 1 < u,, < ¢.

(b) Etudier le sens de variation de (uy,).
(c) Montrer a 'aide des questions (1) et (2), que pour tout n > 1,

1
|un+1 - ¢| < §|un - ¢|

(d) En déduire que, pour tout n > 1,

1
|un - ¢‘ < on—1

4. Déterminer le plus petit entier n a partir duquel on est siir que ’erreur commise en approxi-
mant ¢ par u, est inférieure 0,01. On pourra utiliser le fait que

In(10)

— - ~ 3,322
In(2) ’

5. Ecrire un programme Scilab qui permet de calculer le plus petit entier pour lequel I'erreur
commise en approximant ¢ par u, est inférieure & une précision e entrée par l'utilisateur.
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Exercice 6 : Autour de la loi de Benford (ESSEC 2014)

Soit 2 € R. On note |z| sa partie entiére, c’est a dire le plus grand entier relatif inférieur ou égal
a x, et {x} sa partie fractionnaire : {} = x — |z]. On note log z le logarithme en base 10 du réel
z > 0. On a donc logz = llr?fo. On rappelle en particulier les propriétés suivantes, qu’on poura
utiliser sans démonstration

Vz >0, 1087 = 2
Vz>0,Vz >0, log(z.2") =log z + log 2’
Va € R, log (10%) = a
On a par exemple log(100) = 2, log(v/10) = 3.

1. (a) Montrer que pour tout réel x positif et non nul, on a

x = 10lles =} 1pllosz]

Cette décomposition est dite notation scientifique de x.

(b) Montrer que pour tout 2 > 0, le couple (10°87} |logz|) est I'unique couple (a, n) dans
[1,10[XZ tel que z = a.10™.
(¢) Soit 2 > 0. On pose v = | 10{°8=} | Montrer que v € {1,2,...,9}.
9
2. Pour tout entier naturel k tel que 1 < k < 9, on pose pi, = log(lJr%). Montrer que Zpk =1.

k=1
(Pr)1<k<o définit donc une loi de probabilité sur {1,2,...,9} dite loi de Benford.
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Exercice 7 : Quelques petites questions de raisonnement

1. Soit f : R — R une fonction bijective et impaire. Montrer que sa bijection réciproque est
elle méme impaire.

2. Montrer que :
VeeR, |z+4+1]=|z]+1

3. Montrer que :

1
Vo € RY, 1—x<foJ <1
x

Exercice 8 : Manipulations de coefficients binomiaux

> ()

Soient n € N, p € N tels que p < n. Calculer
1.

S|

(On suppose ici que p < n).

Exercice 9 : Autour des matrices nilpotentes

Soit A € M,,(R) une matrice non nulle nilpotente, c’est a dire pour laquelle il existe un entier
r €> 2 tel que A" = 0.

On suppose dans la suite que r est son indice de nilpotence, c’est & dire le plus petit entier tel
que A" =0 ainsi A”"1 #£0).

1. %x Montrer que A n’est pas inversible.
P
2. ** Simplifier (I, — A) Z A¥ pour p € R. Déduire que I,, — A est inversible, et préciser son

k=0
inverse.
0 —a 0 -1 3
3. Appliquer les questions 1. et 2. & ( ) et 0O 0 =8
00 0 O 0
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Exercice 10 : Racines de polynémes symétriques (HEC 2014)

1. Préliminaires
On définit une suite (Ry) penx de polynémes par :
pour tout réel z,
Ri(z) =z, Ro(x)=2>-2

et pour tout entier k supérieur ou égal a 2,
Rj41(x) = 2Ry (x) — Rp—1(x)

(a) Déterminer les polynomes Rz et Ry.

(b) Montrer que, pour tout entier k strictement positif, Rj est un polynéme de degré k
vérifiant pour tout réel x non nul, I'égalité :

1
Rk<l’+*>:$k+7
X i

(¢) Pour tout réel a, déterminer, ’ils existent, les réels x non nuls qui vérifient la relation

. 1
suilvante : * + — = a.
T

2. Etude des racines )
n
Dans cette question, @) désigne un polyndome de degré 2n défini par : Q(z) = 3 apz®, tel
k=0

que asgy, soit non nul et tel que, pour tout entier k de U'intervalle [0, n], Von ait : ar, = agy—k-
On définit alors le polynéme @) par :

Q) =an+ Y an_rRi(z).
k=1
(a) Veérifier que 0 n’est pas racine de Q.
(b) Soit  un réel non nul, on pose : y = x + .
Q(z)
n

x
Quel est 'intérét de ce résultat dans la recherche des racines de ) 7

Montrer que est nul si et seulement si a(y) est nul.

(¢) On suppose que n est égal & 3 et que @ est défini par :
Qz) = 2% +2° — 92% 4223 — 922 + 2 + 1.

Déterminer les racines de Q.
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Exercice 11 : Suite de Fibonacci, nombre d’or et coefficient binomiaux

I. Le nombre d’or

1. La seule solution positive de I’équation du second ordre 22 —x —1 = 0 est notée ¢ et appelée
nombre d’or. Calculer ¢.

2. Montrer les égalités : i =p—1=-"%t
II. La suite de Fibonacci

n
k
On considére la suite (uy,)nen définie par la relation : Vn € N, u,, = Z ( k).
n—
k=0
On remarque que dans cette somme certains éléments peuvent étre nuls en utilisant la propriété :
si p > n alors (Z) =0.

1. Calculer ug, uy, us et us.

2. Etablir que pour tout n € N et tout entier £ compris entre 0 et n on a :

(RS U B By

3. En déduire que pour tout n € N : u,, + Up41 = Upy2-
III. Valeur approchée de ¢

On considére la suite (v,,),en définie a Paide de la suite (u,)nen par la relation :

U
Vn € N Un:n—Jrl

Unp

1. (a) Etablir que pour tout entier n : v, 1 = 1 + =

Un

(b) Montrer par récurrence que pour tout n € N, v, > 1.

1 .
o puis

2. (a) Montrer en utilisant les égalités de I que pour tout entier n : p — vy = é
que tout entier n, |¢ — vp11| < %W — V|

(b) En déduire par récurrence que pour tout entier n, | — v,| < (l

n+1
w) ’

(c) Verifier que : ¢ > 3. En déduire que lirf vp = .
n—-+00

(d) Justifier que pour tout n € N, v,, est une valeur approchée de ¢ a (%)"H.

Compléter le programme suivant pour qu’il affiche une valeur approchée de ¢ 4 1076 prés.
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Exercice 12 : (Suite implicite 1)

On désigne par n un entier supérieur ou égal a 3.
On note f,, la fonction définie sur R* par : Vo > 0, f,(z) =2z —nln(z).

1. Etude de f,
(a) Etudier f, et dresser son tableau de variation

(b) Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet exactement deux solutions. En notant u,, la plus
petite et v, la plus grande de ces deux solutions, on vérifiera que : Vn > 0 < u, < n < v,

2. Etude de (uy)n>3
(a) Montrer que Vn
(b

)
(¢) Montrer que (un)n>3 est convergente, puis établir sa limite.
)

, l<u,<e.

>3
Montrer que Vn > 3,  fp(unt+1) = In(up41). En déduire le sens de variation de (uy,)n>3.

(d) Montrer que

=1 puis que lim

3. Etude de (vp)n>3
(a) Quelle est la nature de la suite (vy,)n>3?
(b) Calculer f,(nln(n)) puis montrer que ¥n > 3, nln(n) < v,.
(c) Soit g la fonction définie par : Vo € R*, g(z) = z — 21n(x).
Etudier g et donner son signe. En déduire que Vn € N*, n > 21n(n).
(d) En déduire le signe de f,(2n.1n(n)), puis établir que : nln (n) < v, < 2n.1n(n)
(e) Montrer enfin que :
In(v,)

li =1
n=rtoo In(n)

Exercice 13 : (Suite implicite 2)
Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = z + In(z).
1. Prouver que f est une bijection strictement croissante de |0, +o0o[ sur R.

2. (a) Pour tout n € N*, montrer que 1’équation z + In(z) = n posséde une unique solution,
que ’on notera x,,.

) Calculer z;. Etudier la monotonie et la convergence de la suite (x,,).

) Montrer que Vn € N*, & < x, <n.

) En déduire que : Vn € N*,n —In(n) < zj,.

) -

Déterminer lim —
n—+oco N

Exercice 14 : (Equation fonctionnelle)
On note E ensemble des fonctions continues sur R vérifiant :

VieR, f(t)=f(1+ %)

Le but de cet exercice est de déterminer ’ensemble des fonctions appartenant a E.
1. Soit z un réel donné. On définit la suite (z,,) par xg =z et Vn € N, 20,41 — 2, —2=10
(a) Montrer que : Vn € Nz, = 2 + L2
(b) En déduire que la suite (x,) converge et déterminer sa limite.

2. On considére une fonction f de E. Montrer que la suite (f(x,)nen est constante. En déduire
que f est constante.

3. Quel est I’ensemble E ?
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Exercice 15 : (Suite implicite 3)

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on pose :
z
YV € [e, +o0], fn(z) = exp (ﬁ) —x

1. Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution, notée b,, sur [e, +00[.
2. Montrer que, pour tout n > 3,b, > nlnn, puis en déduire la limite de la suite (by,).
3. (a) Etudier sur ]0,+oo[ la fonction g définie par : Vo > 0,g(z) =z — 2Inz.

(b) En déduire le signe de f,(2nlnn), puis donner un encadrement de b,,, puis de In(b,).

by,
(c¢) En déduire alors lim
n—+oo nlnn
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Exercice 16 : ESCP 2002

Pour toutes suites numériques u = (un )nen €t v = (U )nen, on définit la suite v * v = w par :
n

Yn eN, w, = Zuk Vn—k
k=0

Partie I : Exemples

1. Premiers exemples
Pour tout entier naturel n, calculer w,, en fonction de n dans chacun des cas suivants :

(a) pour tout entier naturel n, u, = 2 et v,, = 3.

(b) pour tout entier naturel n, u,, = 2" et v,, = 3".

2” 371,
(c) pour tout entier naturel n, un, = — et vy = —-
n! n!

2. Programmation
Dans cette question, les suites u et v sont définies par :

VneN, u, =In(n+1) et Un = o

Ecrire un programme Scilab qui demande & 1'utilisateur une valeur de ’entier naturel n, qui
calcule et affiche les valeurs wg, wi, ..., wy.

3. Un résultat de convergence
1 n
Dans cette question, la suite u est définie par : Vn € N, u,, = (§> et v est une suite de
réels positifs, décroissante a partir du rang 1 et de limite nulle.
m
(a) Etablir, pour tout couple d’entiers naturels (n, m) vérifiant n < m, l'inégalité : Z up <

k=n+1
Uy,

(b) Soit n un entier strictement supérieur a 1. Prouver les inégalités :

Way K Vo Ugp + 2Up + V1 U, €6 Wapi1 K Vo U2py1 + 2Vpp1 + V1 Uy

(¢) En déduire que les deux suites (wo,)nen €t (waon11)nen convergent vers 0 ainsi que la
suite (wWy )nen-

\"
(d) Soit u la suite définie par : Vn € N, u, = <—§) . A Taide de la question précédente,

montrer que la suite u’ * vest convergente et de limite nulle.

Partie II : Application a I’étude d’un ensemble de suites

Dans cette partie, A désigne I’ensemble des suites a = (ay,)nen de réels positifs vérifiant :
VTL € N*7 an-‘,—l < 5(01" + a'rl—l)

1. Montrer que toute suite décroissante de réels positifs est élément de A et qu’une suite
strictement croissante ne peut appartenir a A.

1
2. Soit z = (2, )nen une suite réelle vérifiant : Vn € N*, 2z, = 5(,2" + Zp—1).

(a) Montrer qu’il existe deux constantes réelles a et 3 telles que 'on a :
1 n
vneN, z, :a+3(—§)

(b) En déduire qu’il existe des suites appartenant & A et non monotones.
1 n
3. Soit a = (ap)nen un élément de A et b la suite définie par : Vn € N, b, = (—7> )

On définit alors la suite ¢ par : ¢y =ag et Vn e N*, ¢, =a, + §an_1.
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(a) Montrer que la suite ¢ est décroissante a partir du rang 1 et qu’elle converge vers un
nombre ¢ que I'on ne cherchera pas & calculer.

n k
1
(b) Pour tout entier naturel n, établir I’égalité : Z (—§> Crek = Q.
k=0

Que peut-on en déduire pour les suites b*xcet a?
(c) Soit ¢ la suite définie par : Vn € N, g, = ¢, — £ et d la suite b x .

En utilisant le résultat de la question 3. de la Partie 1, montrer que la suite d converge

vers 0.

3 2
En déduire que la suite a converge et préciser sa limite.

9 1 n+1
(d) Pour tout entier naturel n, établir I'égalité : d,, = a,, — =¢ (1 — <—7) )
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Exercice 17 : ESCP 1998
Dans tout I’exercice n désignera un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. (a) Etudier, suivant la parité de n, le tableau de variations de la fonction f,, définie sur R
par x — 2"t 4 27,
(b) Montrer que dans tous les cas f, (7L> < 2.
n+1
(¢) En déduire, suivant la parité de n, le nombre de solutions de ’équation d’inconnue z :

"t g =2,

2. On note A la matrice < 1 1 ) Montrer qu’il existe une matrice inversible P € My(R)

3 00\ .,
a=r(gy)re

telle que

N O
N———

Indication : cela revient a rechercher P tel que AP = P < 8
3. On considére I’équation matricielle d’inconnue X € M5 (R) :
(E,) X"l 4 X" = A

(a) En posant Y = P~1X P, montrer que X est solution de (E,,) est équivalent & Y solution
de

0 0

/ n+1 n __

(E,) YY" 4+Y _(O 2).

(b) Soit Y une solution de (E). OnposeY:(Z b)etD:(g g)

d

i. Montrer que DY =Y D.
ii. En déduire que b = ¢ = 0.
iii. Quelles sont les valeurs possibles de a ?
iv. Discuter, suivant les valeurs de n, le nombre de solutions de ’équation (E,,).

(c) On note « la solution négative de I’équation numérique z* + 23 = 2. Déterminer les
solutions de I’équation (E3) a laide de a.
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Exercice 18 : Ecricome 2001

On désigne par n un entier naturel non nul et @ un réel strictement positif.
On se propose d’étudier les racines de ’équation :

(En) 1+ L + ! + + 1
n) 1 — =a
r x+1 xz+2 T+ 2n

A cet effet, on introduit la fonction f,, de la variable réelle z définie par :

11 1 LA
fn(ﬂf):;+m+m+"'+x+2n—a:;x+k—a

1. Etude d’un cas particulier.
11
Pour cette question seulement, on prend a = 5 et n=1.
(a) Dresser le tableau de variation de f;
(b) Calculer fi(1), puis déterminer les racines de (E7).
2. Dénombrement des racines de (E,,).

(a) Dresser le tableau de variations de f,.

(b) Justifier 'existence de racines de I’équation (F,,) et en déterminer le nombre.
3. Equivalent de la plus grande des racines quand n tend vers +oo.

On note z,, la plus grande des racines de (E,,).

(a) Justifier que x,, > 0.

(b) Démontrer que pour tout réel x > 1 :

1<1 T < 1
— n
T r—1 rz—1

(¢) En déduire que pour x réel strictement positif :

fn(x)—é+a<hl<1+2?n><fn(x)_ +a

T+ 2n

puis, que :

1 ( 2n> 1
a——<1n 1_|_7 <aq————
Tn Tn Tn +2n

(d) Montrer que pour tout n entier naturel, non nul :

2n
expa —1

2
(e) Quelle est la limite de x,, puis la limite de In (1 + —n), lorsque n tend vers +oo 7
T

n
(f) Prouver enfin l'existence d’un réel §, que 'on exprimera en fonction de a, tel que l'on
ait, au voisinage de 'infini, I’équivalent suivant :

T, ~ On
n——+o0o
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